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Resume. Une analyse des proprietes geometriques d'une structure relatives a 
un reduit est entamee. En particulier la definissabilite des groupes et des corps 
dans ce cadre est etudiee. Dans le cas relativement mono-base, tout groupe 
definissable est isogene a un sous-groupe d'un produit de groupes definissables 
dans les reduits. Dans le cas relativement CM-trivial, cas qui englobe certains 
amalgames de Hrushovski (la fusion de deux theories fortement minimales, les 
expansions d'un corps par un predicat), tout groupe definissable s'envoie par 
un homomorphisme a noyau central dans un produit de groupes definissables 
dans les reduits. 



1. Introduction 

Un theoreme de Pillay |24|] affirme que tout groupe differentiellement construc- 
tible se plonge dans un groupe algebrique. Kowalski et Pillay [[l9| ont obtenu un 
resultat analogue pour les groupes constructibles connexes sur un corps aux dif- 
ferences, modulo un noyau fini Ces deux exemples nous montrent que des 
groupes definissables dans des structures enrichies peuvent etre analyses a partir 
de la structure de base. Dans les deux cas precedents, la demonstration consiste 
a passer de relations dans les corps enrichis a des relations purement algebriques 
dans une certaine configuration geometrique, dite configuration de groupe. A partir 
d'une telle configuration on recupere un groupe i flif qui sera ici algebrique. 

II s'avere que des proprietes d'un groupe definissable dans une structure de- 
pendent de l'existence de certains types de configurations geometriques. Un pseudo- 
plan generalise la notion d'incidence entre points et droites existant dans un plan 
euclidien. Une structure interpretant un pseudo-plan (complet) est 1- ample et cette 
configuration peut etre generalisee pour chaque n : une geometrie n-ample corres- 
pond a l'existence d'un pseudo-espace en dimension n, ce qui nous donne toute une 
hierarchie de complexites geometriques (hierarchie conjecturee stricte, voir Evans 
|f3|). Notons qu'un corps algebriquement clos est n-ample pour tout n. 

Une structure est monobasee si elle n'est pas 1-ample. D'apres Hrushovski et 
Pillay |fl| un groupe stable monobase est abelien-par-fini et possede des proprie- 
tes de rigidite remarquables : tout sous-ensemble definissable est une combinaison 
booleenne de translates de sous-groupes definissables (en fait de sous-groupes defi- 
nissables sur la cloture algebrique du vide, ce qui entraine qu'il n'y a qu'un nombre 
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borne de sous-groupes definissables) . Cette propriete est a la base de la demonstra- 
tion modele-theorique donnee par Hrushovski |l8| de la conjecture de Mordell-Lang, 
qui reside dans la caracterisation des geometries associees aux types minimaux dif- 
ferentiels de varietes semi-abeliennes. 

Dans le cas des structures non-2-amples (aussi appelees CM-triviales par Hru- 
shovski 0), PiUay (2§ a montre que les groupes de rang de Morley fini sont 
nilpotents-par-fini ; ce resultat a ete generalise a certains groupes stables |Q . 

Dans cet article, nous definissons des notions de 1-ampleur et 2-ampleur rela- 
tives a un reduit par rapport a un operateur de cloture. En imposant des proprie- 
tes supplementaires a cet operateur de cloture, nous reussissons a caracteriser les 
groupes type-definissables dans de telles structures par rapport a ceux du reduit. 
On montre dans le cas relativement monobase que tout groupe type-definissable a 
un sous-groupe d'indice borne qui se plonge demiissablement modulo un noyau fini 
dans un groupe interpretable dans le reduit (Theoreme 4J3). Les corps differentiel- 
lement clos et les corps munis d'un automorphisme generique sont des exemples de 
structures relativement monobasees (c.a.d. non 1-amples) au- dessu s du pur corps 



algebriquement clos sous-jacent. On retrouve ainsi(Corollaire 4.11 ) les theoremes 
de Kowalski-Pillay et de Pillay (quoique pour un groupe differentiel on obtienne 
seulement une monogenic, c'est-a-dire un plongement d'un sous-groupe d'indice fini 
modulo un noyau fini). Dans le cas relativement CM-trivial, a partir d'un groupe 
type-definissable on construit un homomorphisme definissable, dont le noyau est vir- 
tuellement central, d'un sous-groupe d'indice borne dans un groupe interpretable 
dans le reduit (Theoreme 5.7). En particulier tout groupe simple type-definissable 
se plonge dans un groupe du reduit (Corollaire |5.10 ), ce qui permet de montrer que 
tout corps type-definissable est definissablement isomorphe a un sous-corps d'un 
corps definissable dans le reduit (Corollaire 5.11). 

En utilisant la methode d'amalgamation introduite par Hrushovski, diverses 
structures ayant des geometries exotiques furent construites : notamment des corps 
munis d'un predicat pour un sous-ensemble (appeles corps colores par Poizat) 
|26| |30| , ED, [6l pj, ainsi que la fusion de deux theories fortement minimales |l6|, [7J, 
ou de rang de Morley fini et rang et degre de Morley definissables |Io). Dans la 
derniere partie on verifie que ces amalgames sont relativement CM-triviaux (c.a.d. 
non 2-amples) au dessus des theories de base. Notons que la CM-trivialite relative 
ne permet pas d'analyser tous les groupes definissables. Dans les corps colores non- 
collapses, on verifie facilement que tout groupe definissable connexe est l'extension 
d'un sous-groupe colore par un groupe algebrique. Ceci n'est plus vrai pour certains 
groupes interpretables, comme le quotient du corps entier par le sous-groupe co- 
lore. Notons que dans le cas collapse de rang fini, tout groupe interpretable devient 
definissable par elimination des imaginaires |?6|. 

Quant a la fusion, Hrushovski avait defini dans fT^ | une notion de platitude 
(absolue) qui empeche l'existence de groupes ; il affirme dans (l6) que la fusion sur 
un reduit commun trivial est plate relativement aux theories de base, et que cela 
implique que tout groupe definissable est isomorphe a un produit direct, a centre 
fini pres, de deux groupes definissables dans les deux theories de depart. Dans un 
travail en cours nous utilisons cette notion afin d'etudier les groupes abeliens. 
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Bien que ce papier demande une certaine connaissance d'outils modele-theoriques 
(voir J2?j], |^| pour la stabilite et |35| pour la simplicity), une connaissance appro- 
fondie de la methode d'amalgamation n'est pas necessaire pour sa lecture (la partie 
^| est independante et contient un rappel de cette methode) . 

Nous remercions A. Pillay pour ses commentaires qui nous ont permis de demar- 
rer ce travail, et le rapporteur pour sa lecture critique et detaillee. 



2. Prelude 

Dans cet article nous allons considerer une theorie complete simple T dans un 
langage C avec un reduit stable To a un sous-langage Cq, ou encore avec une famille 
de reduits stables (T : i < n) a des sous-langages Ci . Les notions modele-theoriques 
comme la cloture defmissable del, la cloture algebrique acl, la cloture bornee bdd, 
les types tp, les bases canoniques Cb ou l'independance s'entendent au sens 
de T; si on les prend au sens de T on l'indiquera par l'indice i : deb, acb, tp j; 
Cbi, . Remarquons que si E est une relation d'equivalence type-definissable 
dans T mais pas dans Tj, alors une classe modulo E n'a aucun sens dans Tj ; les 
hyperimaginaires de T n'existent pas necessairement dans les reduits. On travaillera 
done sauf mentions contraires uniquement avec des elements reels ; en particulier 
les clotures algebrique et defmissable sont restreintes aux reels (meme si on prend la 
cloture d'un ensemble d'hyperimaginaires). Par contre, la cloture bornee s'entend 
toujours au sens hyperimaginaire. 

Afin d'avoir neanmoins un certain controle sur les imaginaires, nous supposerons 
par la suite que les Tj eliminent geometriquement les imaginaires pour tout i < n. 
e'est-a-dire tout T-imaginaire est Tj-interalgebrique avec un uplet reel. Ceci est 
satisfait par exemple si les T sont fortement minimales avec acb(0) infini. Notons 
en particulier que si nous travaillons avec un seul reduit To, l'elimination geome- 
trique de imaginaires est obtenu gratuitement en ajoutant les O-imaginaires au lan- 
gage. Tout objet (type-)defmissable (dans les reels) ou (type-)interpretable (dans 
les imaginaires) sera suppose d'arite finie sauf indication explicite (par exempl e *- 
definissable). Les enonces principaux de cet article, notamment les theoremes |3.l| 



4.9 et 5.7, restent valables si le groupe de depart est *-definissable. Dans ce cas les 
groupes obtenus dans les reduits sont *-interpretables. 

Plus generalement, on pourrait partir de reduits qui ne sont que simples avec 
elimination geometrique des hyperimaginaires et utiliser le theoreme de configura- 
tion de groupe pour les theories simples [^J. Nous ne voyons pas d'obstacle majeur 
a une extension de nos resultats a ce contexte, mais la non-unicite des extensions 
non-deviantes et le travail avec les presque-hyperimaginaires necessiteraient des ar- 
guments supplementaires que nous n'avons pas tente de faire en detail. 

Le lemme suivant, moins evident qu'il ne le semble a premiere vue, sera utilise 
frequemment dans cet article. 

Lemme 2.1. Si B est algebriquement clos (au sens deT) et a c, alors a c. 

Demonstration. Comme la theorie To est stable, il suffit de voir que tp (a/ Be) ne 
divise pas sur B. Fixons <p(x,y) une £o-formule a parametres sur B satisfaite par 
(a, c). Considerons une suite de Morley (cj : j < u> ■ 2) de tp(c/B). Alors /\ t ip(x, Ci) 
est consistant, comme a et c sont independants sur B. Pour montrer que <p(x, c) 
ne 0-divise pas, il suffit de montrer que (cj : j < ui ■ 2) est une 0-suite de Morley. 
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Or, la O-indiscernabilite ne posant aucun probleme, il s'agit de montrer qu'elle est 
O-independante sur B. 

Remarquons que (c.j : uj < j < uj ■ 2) est O-independante sur (B, Cj : j < u>) par 
stabilite, et forme done une 0-suite de Morley de tpg(c w /B, Cj : j < cj). Puisque la 
base canonique d'un type est algebrique sur une suite de Morley de realisations, on 
a 

Cbo(c w /£?, Cj : j < cj) C aclg 9 (£?, Cj : j < u) n acl^e,- : u < j < cj • 2). 
Or, Tq elimine geometriquement les imaginaires, B est algebriquement clos, et 
(Cj : j < u) (cj : uj < j < oj ■ 2). 

B 

Ceci implique que Cbo(c w /-B, Cj : j < u) C aclQ 9 (_B), et done 

Par indiscernabilite, la suite (c,j : j < ui ■ 2) est bien O-independante sur _B. □ 

3. Groupes et reduits 

Cette partie est consacree a la demonstration du theoreme suivant, qui etablit 
l'existence d'un homomorphisme d'un groupe T-definissable vers un groupe inter- 
pretable dans un reduit To. Cet homomorphisme peut s'averer trivial sans condi- 
tions supplementaires, comme les non-ampleurs relatives qui seront discutees dans 
les parties suivantes. 

Theoreme 3.1. SoitT une theorie simple avec un reduit Tq stable avec elimination 
geometrique des imaginaires. Tout groupe G type- definis sable sur dans T a un 
sous-groupe normal N type- definis sable sur et un sous-groupe type- definis sable 
Gn d'indice borne dans G tel que Gn/N se plonge definis sablement (a Vaide de 
parametres A eventuels) dans un groupe H *-interpretable dans Tq. De plus, pour 
tout B D A et tous generiques independants gQ, g\ de G sur B D A il existe D D B 
independant de go,gi sur B avec 

acl(ffo,Z)),acl( 5 i,L>) jo &cl(g gi,D). 

iic\(g g 1 N ,D)neiclo(acl(goN ,D) ,&c\(g 1 N ,D)) 

Remarque 3.2. Rappelons que par definition acl(gN, D) n'est constitue que d'ele- 
ments reels. Mais on choisira A tel que gN soit interalgebrique sur A avec un *-uplet 
reel. En particulier gN G bdd(a,c\(gN, D)). 

Demonstration. Soit G un groupe T-type-definissable sur 0. Rappelons que deux 
sous-groupes H et K de G sont dits commensurables si les indices de H n K dans H 
et K sont bornes. On appellera un sous-groupe type-definissable (avec parametres) 
N < G nucleaire s'il est normal dans un sous-groupe type-definissable Gjv d'indice 
borne dans G tel que Gn/N se plonge definissablement dans un groupe *- 
interpretable dans Xb- 

Pour cette demonstration nous verifions deux resultats preliminaires indepen- 



dants (Lemmes 3.3 et 3.4) que nous combinons ensuite pour conclure. 



Lemme 3.3. II existe un sous-groupe nucleaire N de G type-definissable sur et 
minimal a commensurabilite pres parmi les sous-groupes nucleaires de G. 
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Demonstration. Soit Af la famille des sous-groupes nucleaires de G ; notons qu'elle 
est non-vide puisqu'elle contient G. Elle est evidemment invariante par 0-automor- 
phisme, et par automorphisme definissable de G (et en particulier par conjugaison). 
De plus, elle est stable par intersection bornee : si A/"o est un sous-ensemble borne 
de Af alors l'intersection HiveA/" ^ es ^ type-definissable, normal dans HweA^ 
et se plonge definissablement dans le groupe Oatst*/ Hn, qui es t *-interpretable 
dans T . 

Si la theorie T est stable, la condition de chaine nous assure que l'intersection 
CIncM N es ^ en une intersection bornee et done qu'elle appartient a Af, ce qui 
permet de conclure. 

Plus generalement d'apres (3^, Theorem 4.5.13] applique a Af il existe un sous- 
groupe N normal dans G et type-definissable sur contenant un sous-groupe d'in- 
dice borne Ni G TV et tel que chaque intersection d'un N 2 G Af avec N est d'indice 
borne dans N. Verifions pour terminer que N est nucleaire. Posons Gn = NG^. 
Alors le quotient Gn/N est isomorphe au quotient (Gn 1 /Ni)/((N n Gn ± )/Ni). 
Mais le groupe (AT PI G/v-J/iVi est borne done limite projective de groupes finis, et 
en particulier son image dans est *-interpretable dans T . □ 

Soit <fr le plongement de Gn/N dans un groupe H *-interpretable dans To, et A 
les parametres necessaires pour definir Gm, H et </>. On complete A avec un systeme 
de representants pour G/Gm- Ainsi pour tout jsGilyaj Si avec g'g G Gat, 
et le translate gN est interdefinissable sur A avec <7'<7-AT et done par elimination 
geometrique des imaginaires dans T , interalgebrique avec acl((f>(g' g) , A). 

Soit B un ensemble de parametres contenant A. Prenons trois elements gene- 
riques go, g\ et (73 de G independants sur B. II nous faut maintenant trouver D 
verifiant la condition sur la O-independance. 

Par l'interdefinissabilite precedente, on peut supposer pour la suite que go, g\ 
et (73 sont dans Gm- Ann d'alleger les notations on ajoute B au langage. Po- 
sons g 2 = .90.91, .94 = ff253 et g 5 = gig z = g„ 1 g 2 g3 = 9 Q 1 94- Alors le 6-uplet 

{go, 91,92, 93, 94, gs) 




95 



.92 



forme une configuration de groupe, e'est-a-dire chaque paire ainsi que chaque triplet 
non-colineaire sont independants, mais sur toute droite, chaque point est algebrique 
sur les deux autres. 

Lemme 3.4. II existe D, un ensemble denombrable de generiques de G indepen- 
dants sur go, g±, g^, tel que pour tout triplet {gi,gj,gk) colineaire, I 'intersection 

a t = cti(j,k) = &cl(gi,D) n aclo(acl(^, D), acl(g fc , D)) 

ne depend pas du choix de gj , g^ . De plus 

acl(gj,D),acl(5fc,D) ^ &c\(g. t ,D). 

a i 

En particulier, (ao, Qii, Qi2, CK4, CK5) forme une 0- configuration de groupe sur acl(D). 
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Demonstration. Considerons Dq im ensemble denombrable d'elements generiques 
de G independants sur (?o,<?i,.93- Notons que go est generique sur gi,D et gs l'est 
sur go,gi,Do. En ajoutant a -Do le translate g^I (ou le translate g^I) pour / une 
suite de Morley de tp(<7o/ a cl(<?i, -Do)) independante de go,g3, ou en ajoutant une 
suite de Morley de tp(<?3/acl(<7o, <7i, -Do)) independante de 173, l'ensemble obtenu 
reste un ensemble d'elements generiques independants sur <?0jS1j<?3- En iterant sur 
les triplets de points non colineaires du diagramme il est ainsi possible d'etendre Dq 
en un ensemble denombrable D\ d'elements generiques independants sur go,ffi,ff3; 
tel que pour tout couple de points (gt,gj) sur une meme droite, et tout autre point 
gi non colineaire, 

(1) les translates a gauche giD\ et g~ 1 D\ contiennent chacun une suite de 
Morley de tp(<7j/acl(cjy, -Do)), et 

(2) D\ contient une suite de Morley de tp(^/acl((?i, g-j, -Do)). 

En iterant la recurrence on obtient un ensemble denombrable D d'elements ge- 
neriques independants sur g , g±, g 3 , tel que pour tout uplet fini d de D, tout couple 
de points (gi,gj) sur une meme droite et tout autre point gg non colineaire, 

(1) gtD et g~ x D contiennent tous deux des suites de Morley de tp(^/acl((7j •, d)), 
et 

(2) D contient une suite de Morley de tp(gg/a,c\(gi,gj,d)). 

Pour trois points <?i, gj, gu sur une meme droite et un uplet fini d de D, on pose 

a(i;j,k,d) = acl (Cbo(acl(3 :) , J),acl(g fe , J)/acl(sij,J))), 

un *-uplet reel O-interalgebrique avec Cbo(acl(<7j, d), a,c\(gk, d)/a,c\(gi, d)) par elimi- 
nation geometrique des imaginaires dans To. 

Afin d'alleger les notations, supposons que gigj = g^. (Dans les autres cas on 
remplace gj ou gk par son inverse, qui lui est T-interalgebrique.) Par construc- 
tion, gjD contient une suite de Morley I de tp(<7j/acl(<7i,d)). Alors la suite 

(acl(e, J), acl(<7je, d) : e £ I) 



est une suite de Morley de tp(acl(<jj, d), acl(_gfe, d)/&cl(gi, d)). D'apres le Lemme 2.1 



elle est aussi 0- independante sur acl(<?.;, d), c'est-a-dire une 0-suite de Morley. Done 

a(i;j, k,d) C aclo(acl(e, d), acl(<7,e, d) :e£l). 

Mais pour tout e 6 /, on a e <G gjD C acl^-, D) et gie € gigjD = g^D C acl(<?fc, D). 
Done 

a(i;j,k,d) C acl (acl(g J -, D), a,c\(g k , D)) n acl(g l5 D) = k). 
De plus, gi,gj,gk vLj-^ pour tout uplet fini d dans D, ce qui implique d'apres le 



Lemme 2.1 



que 



ac\(gj,d),acl(g ki d) X a-c\(g u D) 
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et done 

Cb (acl(g j ,D),ac[(g k ,D)/acl(g i ,D)) = (J Cb (acl(^, d), acl(g k , d)/acl(g i: D)) 



= [J Cb (ac\{g J ,d),ac\(g k ,d)/ac\(g i ,d)) 

deD 

C (J aclp 9 (a(i; j,/c,J)) C aclo 9 (a l (j, fc)). 



Comme cii(j, k) = acl(<7i, D) n aclo(acl(<7j, D), acl(<7fc, D)), on en deduit que 
acl(g j ,D),acl(g k ,D) ^ ac K9i, D ) 

et oti(J, k) = \J 3eD a(i;j, k, d). 

Pour montrer que cti(j, k) ne depend pas de la droite choisie, considerons l'autre 
droite passant par gi donnee par les points gi, g m) g n . Soit gi le sixieme point. On 
peut supposer 

9j9e = 9n et g k g~ x = g m , 

les autres cas etant analogues. Fixons un uplet fini d de D. Par construction, D 
contient une suite de Morley J de tp(gi/ac\(gi, gj, d)). La suite 

(acl(flrj-e, d),acl(g k e~ ,d) : e G J) 

est alors une suite de Morley de tp(acl(g , n , d), acl(g m , d)/ac\(gi, d)). Par le Lemme 
2.1 elle est aussi O-independante sur acl(<?i,d), et 

a(i;m,n, d) C aclo(acl(g,je, J), acl^^e , J) : e G J). 

Puisque gje G acl(gj,D) et g k t~ x G acl(gfc,D) pour tout e G J, on en deduit que 

a(i; m, n, J) C acl(<?i, D) n aclo(acl(gj, £>), acl(gfc, £>)) = ai(j, fc). 

Done ai(m,n) C cti(j,k) et par symetrie on a l'egalite. 

Montrons maintenant que est O-algebrique sur ay , . Par definition a.i est 
inclus dans aclo(acl((<7j, D), ac\(g k , D)). L'independance 

acl(5i, D), ac\(g k ,D) acl^ , L») 

entraine a, C aclo(aj ■, ac\(g k , D)). Mais alors l'independance 

a>i,aj J5 acl(5fe,D) 

ctk 

implique que on C aclo(aj, a k ). Enfin, dans la configuration (ao, ai, a^, «3, a^, as) 
l'independance des paires et des triplets non-colineaires suit des independances de 
la configuration originelle et de son independance de D, puisque a s est inclus dans 
acl(g s , D) pour < s < 5. On obtient done une O-configuration de groupe. □ 

Remarque 3.5. Pour chaque B, go, gi, l'ensemble D\B est constitue de generiques 
independants sur B,go,gi et il ne depend pas du reduit To. Si T est stable et G est 
connexe, par unicite du type generique on obtient D en prenant simplement une 
suite de Morley denombrable du type generique de G au-dessus de g ,gi,g 3 ,B. 
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Nous allons maintenant utiliser la O-configuration de groupe (ao, Qfi, 012, ots, 0:4, as) 
sur acl(D) obtenue afin de verifier la condition de O-independance. D'apres [|l4[ [l0| 
p3[ il existe un groupe H' connexe *-interpretable dans To sur des paramctres 
C = acl(G) D acl(D) avec 

G a ,Q!i,a2,a3,Q!4, as, 

acl(£>) 

et trois generiques O-independants /iq, fti et /13 de iT avec h 2 = hoh\, /14 = hoh\h^ 
et /15 = h\ha, tels que ay et ftj sont O-interalgebriques sur G pour chaque j dans 
{0, ...,5}. Notons que la stabilite de To implique que H' est en fait une limitc 
projective de groupes Tb-interpretables. 



Par le Lemme 2.1 et la stationnarite de tp (G/acl(T>)) on peut meme supposer 
que C \, D go, gi, 53, ce qui implique que ho, hi, /13 sont independants sur C au sens 
de T. 

Rappelons que le stabilisateur a droite de tp(go, ho/C) dans G x H 1 est un sous- 
groupe *-interpretable S. L'ensemble 

f ( h) r , 3(x,y) Mp(<7o,VC) [(x,y)^ c (9,h) A 1 
j ■ (xg,yh)\=t P (g 2 ,h 2 /C)A(xg,yh)l c (g,h)] j' 

est generique dans un translate a droite *-interpretable sur C de S. Comme E 
contient (gi, h\) et g\ est generique dans G sur C , la projection de S" sur la premiere 
coordonnee est un sous-groupe Gs d'indice borne dans G. Par contre la projection 
sur la deuxieme coordonnee n'est pas necessairement generique : le type tp(/ii/C) 
n'est pas forcement generique dans H' bien que tp (h\/C) le soit au sens de To. 
Comme ho est algebrique sur C, go, le sous-groupe Ho = {h S H' : (1, ft) G S} 
est une limite projective (de cardinalite bornee) de sous-groupes finis, done *- 
definissable dans T , et le quotient Im(5) = Njji (Ho)/H est *-interpretable dans 
T - Le noyau ker(S') = {<;£ G5 : (g, 1) G 5} est un sous-groupe distingue de Gs, 
et 5 induit un plongement de G5/ ker(S) dans Im^). On conclut ainsi que ker(S') 
est nucleaire. 

Nous allons maintenant comparer le morphisme induit par S avec le morphisme 
<p determine par le sous-groupe nucleaire minimal N . Par minimalite, l'intersection 
ker(5) D N est d'indice borne dans N et done pour tout g de G la classe gker(S) 
est dans bdd(gN, C). Le choix de A assure que pour tout g de Gm, l'image <f>{g) est 
algebrique sur g, A et done sur g,D. 

En particulier, pour {i,j, k} = {0, 1, 2}, on a 

ach(<t>(gi),A) C acl(g l; T») nacl (acl(5 :) , TJ),acl(g fc ,T>)) = a,. 

Done 

bdd( 5i iV,A) = bdd(0(.9i), A) C bdd(a,) 

C bdd(fti, G) = bdd(^ kcr(5), G) C bdd( 3l A^, G). 
On en deduit que giN et a% sont interbornes sur G, et done sur D puisque 

gi N,a t ±C. 

D 

Comme on est un uplet reel, on a a.% C a,c\(giN, D). Done 
a 2 C acl(a 2 ) n acl (acl(a ), acl(ai)) 

C &c\{g 2 N, D) n acl (acl(5o^V, D), acl(giN, D)) C a 2 , 
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ce qui termine la demonstration du theoreme. □ 

Dans ce theoreme le groupe H peut etre trivial, par exemple si on considere 
le reduit a l'egalite. Afin de controler le noyau de l'homomorphisme, nous allons 
introduire des conditions geometriques relatives. 

4. Theories relativement monobasees 

Le but originel de ce travail etait l'etude des groupes definissables dans les amal- 
games. Dans ces constructions la cloture autosuffisante joue un role central (voir 
la partie ^|). Nous supposerons done pour la suite que la theorie T de depart est 
munie d'un operateur de cloture (.) finitaire et invariant tel que A C (^4) C acl(A) 
pour tout ensemble reel A. 

Definition 4.1. La theorie T est monobasee au dessus de Tq pour (.) si pour tous 
ensembles reels A C B algebriquement clos et tout uplet reel c, si 

(Ac) 1° B, 

A 

alors la base canonique Cb(c/B) est bornee sur A. (Notons que cette base canonique 
est un hyperimaginaire de T). 

Plus generalement, T est monobasee au dessus de (Ti : i < n) pour (.} si pour tout 
A C B algebriquement clos et tout uplet c, si 

(Ac) B pour tout i < n, 
A 

alors la base canonique Cb(c/£?) est bornee sur A. 

Remarque 4.2. Toute theorie est monobasee au dessus d'elle meme pour l'opera- 
teur acl. Pour le meme operateur de cloture, si une theorie T est monobasee au- 
dessus de son reduit au langage de l'egalite, alors elle est monobasee au sens clas- 
sique ; la reciproque est vraie si T elimine geometriquement les hyperimaginaires. 
Bien sur, si T est stable, la base canonique Cb(b/B) est constitute d'elements ima- 
ginaires de T et elle est bornee sur A si et seulement si elle est algebrique sur 
A. 

Definition 4.3. La theorie T est 1-ample au dessus de Tq pour (.) s'il existe des 
uplets reels a, b et c tels que : 

- acl(a,6) J3 acl(a) (acl(a),c). 

Plus generalement, T est 1-ample au dessus de (Ti : i < n) pour (.) s'il existe des 
uplets a, b et c tels que : 

- acl(a, b) il (acl(a),c) pour tout i < n. 

£lc 1(d) 

Remarque 4.4. Une theorie T est monobasee au-dessus de (Tj : i < n) pour (.) si 
et seulement si elle n'est pas 1-ample au dessus de (Tj : i < n). 

Demonstration. On prend A = acl(a) et B = acl(a, b). □ 

Pour caracteriser les groupes definissables dans des theories relativement mono- 
basees, nous imposerons des conditions supplementaires entre Poperateur (.) et les 
clotures algebriques aclj : 
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(f) Si A est algebriquement clos et b ^ A c, alors (Abe) C f] i<n &cU((Ab), (Ac)), 
it) Si a G Ui<„ acli(A), alors (acl(o), A) C f| i<n acL(acl(a), (A)). 

Remarque 4.5. Notons que la cloture algebrique d'une theorie ne satisfait pas 
la condition (f) au-dessus du reduit a l'egalite des qu'un groupe non-trivial est 
definissable. 

Proposition 4.6. Supposons que (.) satisfasse (f). Alors la l-ampleur relative est 
conservee par I'adjonction ou la suppression de parametres. 

Demonstration. C'est evident pour la suppression de parametres. Pour I'adjonc- 
tion, considerons un ensemble D de parametres tel que T(D) soit monobasee au 
dessus de (Tj : i < n). Soient A C B algebriquement clos, et un uplet c tels 
que (Ac) B pour tout i < n. On peux toujours supposer Bc\^ A D. Soit 
A' = acl(AD) et B' = acl(BD). Alors (Ac) J^-B'; done (Ac) Jj, £' pour tout 
i < n, d'ou (Ac) ^, A B' par transitivite. Done (Ac) A , B' . Puisque (.) satisfait 
(f), l'independance c J^^A' implique (A'c) C a,cli((Ac),A') pour tout i < n, et 
done (A'c) £ A ,B>. 

Comme T(D) est relativement monobasee, Cb(c/B') est bornee sur A'. Mais 
c^ B L» implique Cb(c/B') = Cb(c/B) G bdd(B). Alors 

Cb(c/B) G bdd(B) n bdd(A') = bdd(A), 
puisque J__,^ A'. Done T est relativement monobasee. □ 

Remarque 4.7. De meme que pour le cas classique, on peut toujours se ramener 
au cas ou A et B sont des modeles pour la definition de relativement monobase 
sous l'hypothese (f). 

Demonstration. Si A, B et c temoignent que la theorie T n'est pas monobasee au 
dessus de Tq et D D A est un modele independant de Be sur A, alors la preuve 



de la proposition 4.6 montre que £>, &c\(BD) et c le temoignent aussi. Quant a B, 



considerons 3J! D 5 un modele independant de c sur B. Comme (Ac) C acl(i?c) le 



Lemmc 2.1 implique 971 B (^ c ) P°ur tout i < n, d'ou 971 . (Ac) par transitivite. 



Alors Cb(c/97t) = Cb(c/B) ^ bdd(A). □ 
Exemple 4.8. 

- La theorie DCFq |58| ^f| d'un corps differentiellement clos de caracteristique 
est superstable, et monobasee sur la theorie ACFq d'un corps algebriquement 
clos pour la cloture differentielle ach; qui satisfait (f) et (J). 

- La theorie ACFA [[ll) d'un corps de difference existentiellement clos est su- 
persimple, et monobasee sur la theorie ACF d'un corps algebriquement clos 
(de meme caracteristique) pour la cr-cloture acl CT qui satisfait (f) et (\). 

L'hypothese que la theorie T est relativement monobasee sur ses reduits permet 
de montrer que le noyau de l'homomorphisme du theoreme |3.f| est fini. 



Theoreme 4.9. Soit T une theorie simple avec des reduits (Tj : i < n) stables qui 
ont V elimination geometrique des imaginaires. Si T est relativement monobasee au 
dessus de ses reduits pour un operateur de cloture (.) satisfaisant (f) et (|), alors 
tout groupe G type- definissable dans T a un sous-groupe d'indice borne qui se plonge 
definissablement modulo un noyau fini dans un produit fini de groupes interpretables 
dans les T;. 
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Demonstration. D'apres le theoreme 3.1 il existe un ensemble A de parametres sur 
lequel les morphismes fa : Gi —> Hi sont definis pour i < n. Les sous-groupes 
Gi sont d'indice borne dans G et les groupes Hi sont *-interpretables dans Ti. 
Notons Ni le noyau de 4>i pour chaque i et posons N = C\ i<n Ni, H = Y\ i<n Hi et 



& ■ n 



Gi-> H avec ker(0) = N. 



Le theoreme 34] et la remarque 3.5 assurent de plus que si g, g sont deux gene- 
riques independants de C\ i<n Gi, il existe D D A independant de g,g' sur A tel que 
pour tout i<non ait 

a c\(g,D), a cl(g',D) Jj a,c\(gg',D), 

ou 

on = ac\(gg'N t ,D) r\ack(ac\(gN t ,D),a,c\(g'N t ,D)). 
Posons a = (a, : i < n). Puisque g \, D g' il suit de (f) que 

<ad(ff,D),acl(ff / > i5)> C f| acl 4 (acl( ff , D), acl( 5 ', £>)). 

Or, a est contenu dans |J i<n aclj(acl(<7, £)), acl(</, D)). La condition {%) entraine 
l'inclusion 

(acl(g, D), acl(g', Z)), acl(a)) C P| acL,(acl(<7, D), acl(</, D), acl(a)). 

Ainsi, comme acl(a) C &cl(gg', D), on a que pour tout i <n 

(acl( 5)J D),acl( 5 ', D),ad(a)> X acl^', £>). 

acl(a) 

Cette independance donne 

acl(5,D),acl(ff',D) X- ^\{gg',D), 

acl(a) 

puisque T est relativement monobasee. On obtient que 

gg' 6 acl(a) = acl(aj : i < n) C acl(£>, gg' Ni : i < n) 
= a£l{D,4>i(gg') :i<n) = acl(D, ${gg')). 

On a ainsi verifie que gg' et 4>(gg') sont interalgebriques sur D. 

Par stabilite chaque iJ^ est une limite projective de groupes T^-interpretables et 
done H est une limite projective de produits de groupes Ti-interpretables. Comme 
gg' est un uplet fini, il existe une projection 7r de H sur un produit de groupes 
Ti-interpretables H = Y\ i<n Hi telle que gg' est algebrique sur (ir o <fi)(gg'),D. Le 
morphisme obtenu (f) = ir o <p : f] i<n Gi — > H est a noyau fini. □ 

Remarque 4.10. Si la composante connexe de G sur D est une intersection de 
groupes relativement definissables, alors par compacite 4> est defini sur un sous- 
groupe de G d'indice fini. Ceci est le cas si T est stable ou supersimple. 



Le Theoreme |L9| et la Remarque 4.10 appliques a DCFo et ACFA (Exemple 
4.8 ) permettent de retrouver le theoreme de Kowalski-Pillay |ll| et partiellement 



celui de Pillay |2£ 

Corollaire 4.11. Tout groupe definissable dans DCFo ou ACFA a un sous-groupe 
d'indice fini qui se plonge definis sablement dans un groupe algebrique, modulo un 
noyau fini. 
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5. CM-TRIVIALITE RELATIVE 

Les theories monobasees rentrent dans un cadre plus large, les theories CM- 
triviales, dont on donne une definition relative qui nous permet d'etudier les groupes 
definissables a centre pres. 

Definition 5.1. La theorie T est CM-triviale au dessus de To pour (.} si pour tous 
ensembles reels A C B algebriquement clos et tout uplet reel c, si 

{Ac) 1° B, 

A 

alors la base canonique Cb(c/A) est bornee sur Cb(c/B). (Notons que ces bases 
canoniques sont des hyperimaginaires de T). 

Plus generalement, T est CM-triviale au dessus de (Tj : i < n) pour (.) si pour tout 
A C B algebriquement clos et tout uplet c, si 

(Ac) B pour tout i < n, 
A 

alors la base canonique Cb(c/A) est bornee sur Cb(c/B). 

Remarque 5.2. Toute theorie est CM-triviale au dessus d'elle meme pour l'ope- 
rateur acl. Pour le meme operateur de cloture, si une theorie T est CM-triviale 
au-dessus de son reduit au langage de l'egalite, alors elle est CM-triviale au sens 
classique ; la reciproque est vraie si T elimine geometriquement les imaginaires. 

Toute theorie relativement monobasee est relativement CM-triviale. Enfin, si T 
est stable, les bases canoniques sont imaginaires, et la cloture bornee est la cloture 
algebrique. 

Definition 5.3. La theorie T est 2-ample au dessus de Tq pour (.) s'il existe des 
uplets reels a, b et c tels que : 

- acl(a,6) J3 acl(a) (acl(a),c). 

- c±- b ab. 

^ X bdd ( 5 .) nbdd (h) °>- 

Plus generalement, T est 2-ample au dessus de (T^ : i < n) pour (.) s'il existe des 
uplets a, b et c tels que : 

- acl(a, b) J* ._. (acl(a), c) pour tout i < n. 

£tc 1(d) 

- c±- b ab. 

S ^bdd(a)nbdd(fc) °" 

Proposition 5.4. Une theorie T est CM-triviale au-dessus de (Tj : i < n) si et 

seulement si elle n'est pas 2-ample au dessus de (Tj : i < n). 

Demonstration. Supposons que T soit 2-ample pour (.), propriete temoignee par 
des uplets a, b et c. Posons A = acl(a) et B = acl(a,6). Par definition (Ac) Jl A B 
pour tout i < n. Puisque c X bdd ( a ) nbdd (5) ®-i ^ a base canonique Cb(c/A) n'est pas 
bornee sur b. D'autre part, c J^^ B implique Cb(c/B) £ bdd(6), d'ou Cb(c/^4) n'est 
pas bornee sur Cb(c/i3). Done T n'est pas CM-triviale au-dessus de (T, : i < n). 

Reciproquement, supposons que T ne soit pas CM-triviale au-dessus de (T, : 
i < n) pour (.}, propriete temoignee par des ensembles A, B et un uplet c. On 
pose a — (a) — A et j3 = Cb(c/B). Prenons un modele M tel que M J^^ Be et 

j3 G M heq . Considerons alors un uplet reel b dans M qui algebrise (3. Par definition 
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de la base canonique, c B done c . MB. Alors c a&. De plus, (3 € bdd(-B) 
implique c J^ fl M, ce qui entraine acl(ab) ^ B ((ic) car d <E B et (etc) C acl(ac). 
Alors acl(a6) B (dc). Par hypothese £> J5-(5c) ; done par transitivite, on conclut 
acl(a6) I* .{Ac) pour tout i < n. Enfin, Cb(cA4) 4 bdd(5), car bi d. Done, 

A p 
5 ^bdd(a)nbdd(6) °" ^ 

Proposition 5.5. Supposons que (.} satisfasse (f). Alors la CM-trivialite relative 
est conservee par I'adjonction ou la suppression de parametres. 

Demonstration. La conservation par adjonction de parametres est evidente. Pour 
la suppression, supposons que D soit un ensemble de parametres tel que T(D) soit 
CM-triviale au dessus de (T, : i < n), et considerons A C B algebriquement clos, 
ainsi qu'un uplet c, avec (Ac) -B pour tout i < n. On peut toujours supposer 
ABc X D. Soit A' = acl(AD) et B' = &c\(BD). Alors Be D, et comme dans la 
preuve de la proposition [T| on obtient (A'c) Jj, 5' pour tout i < n. 

Par hypothese, Cb(c/A') 6 bdd(Cb(c/B'), D). Or, cX^D, d'ou Cb(c/A') = 
Cb(c/A) G bdd(A) ; de meme c^H donne Cb(c/5') = Cb(c/B) e bdd(B). Alors 
ABXD implique Cb(c/A) J, Gb(g/B) A et done Cb(c/A) <= bdd(Cb(c/B)). □ 

Remarque 5.6. Comme dans le cas classique |^2|, Corollary 2.5], sous l'hypothese 
(f) on peut toujours se ramener au cas ou A et B sont des modeles dans la definition 
de CM-trivialite relative. 

Demonstration. Soit D D A un modele independant de -Be sur A, et B' = acl(B-D). 
Alors comme dans la preuve de la proposition 4.6 on a (Dc) D B' pour tout i < n. 
De plus, Cb(c/D) = Cb(c/A) et Cb(c/5') = Cb(c/B). On peut done remplacer A 
par £>. 

Quant a B, considerons 9JI 3 B un modele independant de c sur _B. Alors 



{Ac) SDt pour i < n comme dans la preuve de la remarque 4.7, et Cb(c/9Jt) 



Cb(c/S). On peut done remplacer B par 9Jt. □ 

Rappelons que les groupes definissables dans une structure CM-triviale de rang 
de Morley fini sont nilpotent-par-finis car une telle structure n'interprete ni de 
corps infini, ni de mauvais groupes |p2f . Pour le cas relativement CM-trivial, nous 
allons montrer qu'un groupe definissable peut etre vu modulo un noyau central 
comme un sous-groupe d'un produit de groupes interpretables dans les reduits. Si 
T est stable, le centre d'un groupe est relativement definissable par la condition 
de chaine sur les centralisateurs. Par contre, pour un groupe G type-definissable 
dans une theorie simple, son centre ne Test pas necessairement. On utilisera alors 



le centre approximatif 35, Definition 4.4.9] 



Z{G) = {geG:[G: C G (g)} < oo}. 

On note que d'apres |3^, Lemma 4.2.6] le centre approximatif est relativement 
definissable, et que pour G stable et connexe, Z(G) = Z(G). De plus, si G° est la 
composante connexe de G sur les parametres qui servent a definir G, alors \Z(G), G°] 
est un sous-groupe fini central de G°, modulo lequel Z(G°) = Z{G)DG° est central 
dans G°. 
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Theoreme 5.7. Soit T une theorie simple avec des reduits stables (Tj : i < n) qui 
ont V elimination geometrique des imaginaires. SiT est relativement CM-triviale au- 
dessus de ces reduits pour un operateur de cloture (.} satisfaisant (f) et (J), alors 
tout groupe G type- definis sable dans T a un sous-groupe d'indice borne qui s'envoie 
definis sablement dans un produit fini de groupes interpretables dans les Ti, oil le 
noyau du morphisme est contenu (d indice fini pres) dans le centre approximatif 
Z{G) de G. 



Demonstration. D'apres le theoreme 3.1 il existe un ensemble de parametres (qu'on 
ajoute au langage) sur lequel les morphismes : G t — > Hi sont definis pour 
i < n. Les sous-groupes Gi sont d'indice borne dans G et les groupes Hi sont *- 
interpretables dans Ti. On remplace par la suite G par p|i<n Notons iVj le noyau 
de 4>i pour chaque i et posons N = f] i<n N l: H = Y[ l<n H { et 4> = ]J l<n 4>i : G ->• H 
avec ker((/>) = N. 

Le theoreme 3.1 et la remarque [T^ entrainent de plus que pour g, g' deux gene- 
riques independants de G il existe un ensemble D d'elements generiques indepen- 
dants sur g, g' tel que pour 

a, = &c\(gg'Ni, D) n aclj(acl(giVj, D), acl^'iVj, D)) 

on ait 

acl( 5 ,D),acl(.g', J D) Jj a,c\(gg',D) 

pour tout i < n. 

Posons a = (ct!j : i <n). Comme a est algebrique sur D,gg', on a 
acl(A<7),acl(A</) X acl(D, <?</)• 

acl(_D,a) 

Puisque (.) satisfait (f ) et g g' , on a 

(acl(A<7),acl(A</)} X ^\{D,gg'). 

acl(_D,a) 

Or, a C y j<ji acl J (acl(L>,g),acl(D,.g')), et par {%) 

(acl(£>, g), acl(D, g'), acl(D, a)} C acL((acl(£), 5 ), acl(D, g')},ad(D, a)) 

done 

(acl(As),acl(AsO,acl(Aa)> acl(£>, <7</)- 

acl(J3,a) 



Comme 4>(gg') et a sont interalgebriques sur I? d'apres la remarque 3.2 et la defi- 
nissabilite de 0, on obtient l'independance 

{art(D,g),wl(D,g'),axl(D,4>(gg'))} Jj acl(iW)- 

acl(D,<«ff9')) 

Soient a,b,e <E D distincts, et D' = D \ {e}. On pose 

A = acl(Z)',0( S (3 / ))> B = ac\{D',gg') et c= {g,g' ,ag&,eT x g'b). 
Comme age £ acl(D, o) et e~ 1 g'b £ acl(D, o'), on obtient 

{g, g , ,age 1 e- 1 g , b,aA(D , ,<f,{ gg '))) Jj ac\(D',gg'). 

acl(D' ,4>(gg'),e) 
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Puisque e <L ac \(D>,<f>( g g>)') 99 '> 011 a par le Lemme lZi 



acl(D',(j>(gg'),e) £ acl(D', <?</) 

acl(/3',0( 9S ')) 

et done par transitivite 

( 3 , 3 ',a 5 e,e-V^aclp',0( 5 «7'))} Jj acl(£>', 

acl(D',0(<7<?')) 

Autrement dit, pour tout i < n 

A 

Par CM-trivialite relative, Cb(c/A) € bdd(Cb(c/£). 

Soit Z le centralisateur approximatif de iV dans G, e'est-a-dire 

Z = C G (N) = {.g e G : [/V : C N (g)} < 00}. 

(Si T est stable, le centralisateur Cg(N) est relativement definissable et il peut 
remplacer Z dans la suite.) D'apres |55[ Lemma 4.2.6] le centralisateur approximatif 
est un sous-groupe relativement definissable. En particulier, le translate aZ est 
un element imaginaire ; il joue un role important dans le lemme suivant qui nous 
permettra de conclure. 

Lemme 5.8. Si NDZ(G) n'estpas d'indice fini dans N, alors aZ £ acl e9 (Cb(c/^4))\ 
acl e9 (Cb(c/S)). 

Demonstration. Notons d'abord que puisque Z(G) est relativement definissable, 
l'indice de N n Z{G) dans N est fini si et seulement s'il est borne. Supposons que 
N n Z(G) n'est pas d'indice fini dans TV. Alors Z n'est pas d'indice fini dans G : 
sinon, il contiendrait un generique g de G. Par definition, N aurait un generique n 
independant de g avec [g,n] = 1. Cela entrainerait que [G : Cg(ti)] < w et done n 
serait dans Z(G) n N, ce qui impliquerait que l'indice Z{G) fl N dans N fut fini. 
En particulier le translate aZ n'est pas dans bdd(0). 

Calculons la base canonique Cb(c/ B). Puisque g, age sont deux generiques inde- 
pendants sur D',gg', l'element agg'b est definissable sur D',gg' et c est interalge- 
brique sur gg' , agg'b avec g, age, on obtient que 

c 1 D' 

et B n acl(c) = &c\(gg' , agg'b). En particulier Cb(c/B) est interalgebrique avec 
gg', agg'b. Or, l'independance 

a X 99\ agg'b 

implique que aZ Cb(c/73), et done n'est pas algebrique sur Cb(c/B). 
Montrons maintenant que aZ est algebrique sur Cb(c/A). Par definition 

5 1 A 

Cb(c/A) 

et done pour une suite de Morley J de lstp(c/-A), on a 

J .1 A. 

Cb(c/A) 
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Comme aZ est algebrique sur a G A il suffit de voir que aZ Test sur J. Pour la 
suite notons 

J = (9i, 9i, agiCi, e 7 1 g'i b 

et considerons une autre realisation a' de lstp(a/J). Soit b' tel que (a',b') \= 
lstp(a, b/J). Alors agig'fi = a' gig[b' pour tout i £ I car ce produit est definissable 
sur J. 

Comme gg' vL^ flfl /) A, l a suite (gigl : i £ I) est independante sur <fi(gg'). Si la 
suite est suffisamment longue, il existe un element gig[ independant de a, b, a', b', gg' 
sur <p(gg') ; cet element est done generique dans gg'N sur a, 6, a', 6', <7<?'. Alors gig[ = 
<7</n pour n generique dans N sur gg', a, &, a', 6'. II suit que 

Prenons m |= lstp^/g^', a, b, a', b') independant de n. Alors 

— It l\ 1 1—1 I J / T — 1 — 1/ /\ — 1 1—1 I 

m [gg ) a agg m = bb =n (gg ) a agg n 

et 

(mn-^iggT'a'-'agg'imn- 1 ) = [gg'^a'^agg 1 . 

Comme mn~ l est generique dans sur gg 1 \a,b,a' ,b' ', l'element (gg')~ 1 a'~ 1 agg' 
commute avec un generique et done appartient a Cg{N) = Z. La normalite de N 
dans G entraine celle de Z. Done a'~ l a est dans Z, d'ou aZ = a! Z est algebrique 
sur J. □ 

Comme Cb(cA4) £ bdd(Cb(c/B)), le sous-groupe NC\Z(G) est d'indice fini dans 
N ; en particulier l'element gg'Z(G) est algebrique sur <j>(gg'). Du fait que Z(G) est 
relativement definissable dans G, l'imaginaire fini gg 1 Z(G) est done algebrique sur 
une partie finie de 4>(gg'). La stabilite des reduits permet comme a la fin de la preuve 
du theoreme |4.9| de trouver une projection 7r de H sur un produit H = IIi<n Hi 
de groupes Tj-interpretables telle que gg Z(G) reste algebrique sur (it o cf>)(gg'). Le 
morphisme = 7ro0:G— > H & alors un noyau contenu (a indice fini pres) dans 
Z{G). □ 

Remarque 5.9. Si la composante connexe de G est une intersection de groupes 
relativement definissables, alors par compacite <p est defini sur un sous-groupe de 
G d'indice fini. 

Corollaire 5.10. Avec les hypotheses du theoreme precedent, tout groupe G simple 
type- definissable dans T se plonge definissablement dans un groupe interpretable 
dans Vun des reduits. 



Demonstration. Par le theoreme 5.7 il y a un homomorphisme non-trivial <f) = 
Ilt<n 0« d e G dans un produit H = Y\ i<n Hi de groupes interpretables dans les 
reduits. Puisque G est simple, il se plonge dans l'un des Hi. □ 

Corollaire 5.11. Avec les hypotheses du theoreme precedent, tout corps K type- 
definissable dans T est definissablement isomorphe a un sous-corps d'un corps inter- 
pretable dans l'un des reduits. Si T est de rang SU fini alors K est algebriquement 
clos et definissablement isomorphe a un corps interpretable dans un des reduits. 
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Demonstration. Considerons le groupe algebrique simple PSL^iK). Par le corol- 
laire precedent, il se plonge defmissablement dans un groupe H interpretable dans 
Pun des reduits Ti. Ce plongement nous permet de supposer que K + x K x est un 
sous-groupe de H, sachant que Taction par translation de K x sur K + se traduit 
dans H par Faction par conjugaison. Soient K + l'enveloppe interpretable de K + 
dans Ti et K x l'enveloppe interpretable de K x . Notons que K x normalise aussi 
K + , d'ou K x < Nh(K + ). Done K x agit par conjugaison sur K + . Par stabilite 
de Ti les enveloppes satisfont les memes proprietes generiques j33|. Done pour tout 
a € K + generique il y a b 6 K x avec b ■ 1 K + = a. Comme K x est abelien, tout ele- 
ment generique a 6 K + a le meme fixateur F = C^x (a). Tout element de K + etant 
la somme de deux generiques, F est aussi le fixateur de K + entier, F = C^ x {K + ). 
Comme FD K x = {1} on peut quotienter par F et supposer que K x ne fixe aucun 
element generique de K + . 

On peut identifier generiquement K + et K x en associant a a £ K + generique 
l'unique b € K x avec a — b- 1k+- Ainsi on definit generiquement un produit distri- 
butif sur K + , qu'on etend a K + entier : pour a, b € K + on trouve oi, ct2j &ij &2 G K + 
generiques tels que a = a\ + 02 et b = b\ + 62, et chaque a, est independant de 
chaque bj. On pose alors 

a ■ b = (ai + 02X^1 + ^2) = a i^i + a i^2 + 02^1 + 0262 • 

On verifie que la definition ne depend pas du choix des decompositions : en effet si 
b est generique et si a\, 02, a[ et a' 2 sont generiques sur b tels que a\ + 02 = a[ + a' 2 
et 0,2 est generique sur a[ , a' 2 et 6 alors la distributivite generique entraine 

a\b = (ai + (a' 2 — o-2))b = a^b + (a' 2 — 02)6 = a\b + a' 2 b — 02b. 

Ainsi on obtient une structure de corps Tj-defimssable sur K + qui etend celle de 
K. Or, tout corps type-interpretable dans une theorie stable est contenu dans un 
corps interpretable. 

Le plongement de K dans K nous donne une paire de corps infinis interpretables 
dans T. Si T est de rang SU fini, l'extension K sur K est necessairement de degre 
fini. Or, Tj est superstable de rang borne par le rang SU de T. Done K est alge- 
briquement clos |^, O]. Comme le degre de l'extension est fini, le corps K est reel 
clos ou algebriquement clos. La simplicite de T interdit le premier cas et done les 
deux corps sont egaux. □ 

Remarque 5.12. Sans la condition (%) on peut montrer que l'homomorphisme du 



theoreme 5.7 n'est pas trivial si G est non-abelien : si N etait d'indice borne dans 
G, la classe gg'N serait dans bdd(0), et a% et 4>(gg') seraient algebriques sur 0. 
L 'independance 

acl(A<?),acl(A<7') X ™l(D,gg') 

Ot-i 

donnerait trivialement, en utilisant (f), 1'independance 

{ aC \{D,g), aC \{D,g')^ C \{D,4>{gg'))) £ ^\{D,gg') 

acl(D,0( ffS ')) 

et ainsi la conclusion recherchee. Par consequent les deux corollaires du theoreme 
restent vrais sans l'hypothese (%). 
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6. Amalgames 

Dans cette partie on montre la CM-trivialite relative des corps colores dans 
|2(i[ |30| ) 0, ||, |§| et des fusions de deux theories dans ]T(| ^, ^(J. Ces structures 
sont obtenues par amalgamation a la Hrushovski-Fra'isse (libre ou collapsee) a l'aide 
d'une certaine fonction, la predimension, qui induit un nouvel operateur, la cloture 
autosuffisante. Notre approche consiste a isoler des caracteristiques communes de 
ces exemples pour montrer de fagon uniforme la CM-trivialite relative au-dessus des 
theories de base par rapport a la cloture autosuffisante. Meme si Hrushovski a deja 
enonce une caracterisation des groupes definissables pour la fusion sur l'egalite, le 



theoreme 5.7 et ses corollaires nous permettent en particulier d'obtenir de nouveaux 
resultats sur la definissabilite de corps et de mauvais groupes pour les corps colores 
et les fusions. 



Remarque 6.1. Les constructions ab initio dans un langage relationnel peuvent 
etre vues comme des expansions colorees de la theorie de l'egalite, ou des n-uplets 
sont colores s'ils sont lies par une des relations. Neanmoins dans ce cas la CM- 
trivialite relative n'est qu'un petit renforcement de la CM-trivialite absolue qui est 
deja connue |3j], |3^|. De toute fagon, il n'y a pas de groupes definissables infinis. 

Le groupe de Baudisch |Q| est un F p -espace vectoriel V muni d'une sorte addi- 
tionnelle pour le produit exterieur /\ V avec la forme bilineaire naturelle. Baudisch 
a montre que ce groupe est CM-trivial et done que tout groupe definissable est 
nilpotent-par-fini. Nous conjecturons que ce groupe (collapse ou non) est relative- 
ment CM-trivial au-dessus de l'espace vectoriel V. Ceci permettrait de conclure que 
la classe de nilpotence de tout groupe G connexe definissable soit au plus 2. 

En revanche le corps differentiel rouge |9| sort de notre cadre puisque la cloture 
autosuffisante n'est pas contenue dans la cloture algebrique. 

Nous revenons maintenant a une description succincte des constructions par 
amalgamation des corps colores et des fusions, afin de mettre en evidence les 
caracteristiques qui nous sont utiles pour verifier la propriete de CM-trivialite re- 
lative : 

Colore On se donne une theorie de base To et un nouveau predicat P, dont les 
points sont dits colores, et on considere la classe T des modeles colores de Tq ; 
Fusion On considere plusieurs theories Tj avec un reduit commun T conll et T 

denote la classe des modeles de chaque T/. 
La methode d'amalgamation consiste a construire une structure avec une geo- 
metric predeterminee. Pour cela, on introduit une predimension S sur les modeles 
finiment engendres de T qui satisfait Pinegalite sous-modulaire 

5{A U B) < S{A) + S{B) - 5{A n B). 

(Par abus de notation on ecrit 8(A) pour la predimension de la structure engendree 
par A.) 

La fusion de deux theories T\ et de rang de Morley fini et de rang et degre 
definissables sur l'egalite se sert de la predimension 

8(A) = m RMi(A) + n 2 RM 2 (A) - n\A\, 



ou n = ni RM(Ti) = n 2 RM(T 2 ). 



GEOMETRIES RELATIVES 



19 



La fusion de deux theories fortement minimales sur un F p -espace vectoriel infini 
utilise la predimension 

8{A) = RMi(A) + RM 2 (A) - dimlin Fp (A). 

Les corps colores sont des corps algebriquement clos avec un predicat P pour un 
sous-ensemble, avec predimension 

8{k) = 2degtr(fc) - dim P (P(fc)). 

Dans le corps noir, le predicat P denote un sous-ensemble N et dimp(iV) = |JV|. 
Le corps rouge est de caracteristique positive p et P denote un sous-groupe additif 
propre R avec dimp(i?) = dimlin^ (R) . Enfin, le corps vert est de caracteristique 
et P denote un sous-groupe multiplicatif divisible sans torsion U (vu comme un 
Q-espace vectoriel) avec dimp(U) = dirnimqiU) . 

En travaillant sur une sous-structure A, on peut aussi definir une version relative 
S(./A) de la predimension. La sous-modularite implique 

8(a/A) = lim {8(a/A )} = inf{<5(a U A a ) - 8(A ) : A C A finiment engendree}. 

Ag^A 

En particulier, la limite existe et la predimension relative est egalement sous- 
modulaire. (Par le meme abus de notation nous ecrirons 8(./A) quand il s'agit 
de la predimension au-dessus de la structure engendree par A.) 

Selon la partie negative de la predimension on distingue les deux comportements 
suivants : 

Degenere La partie negative de la predimension correspond a la cardinality 
d'un certain predicat (ou, plus generalement, a la dimension d'une pregeome- 
trie degeneree). Par exemple, la fusion de deux theories sur l'egalite ou le corps 
noir. 

Modulaire II y a un groupe abelien 0-definissable dans le langage commun a 
toutes les theories qui est soit un F p -espace vectoriel (le cas de la fusion de 
deux theories sur un F p -espace vectoriel ou des corps rouges), soit un groupe 
divisible avec n-torsion finie pour chaque n (le cas des corps verts). Toute 
structure est munie de cette loi de groupe et les points colores (s'il en existe) 
en forment un sous-groupe (divisible si le groupe l'est). 
Pour le cas modulaire, on supposera pour simplifier la redaction que le groupe 
abelien 0-definissable a meme domaine que la structure (pour le corps vert ou il 
s'agit du groupe multiplicatif, cette hypothese est verifiee si on met de cote 1'element 
0). Grace a une Morleysation, on suppose pour la suite que les theories eliminent 
les quanteurs et que le langage est relationnel sauf pour la loi de groupe dans le 
cas modulaire (c'est-a-dire l'addition dans le corps rouge, la multiplication dans le 
corps vert, et l'addition vectorielle dans la fusion sur un espace vectoriel). Si ce 
groupe est divisible avec n-torsion finie pour chaque n, par abus de langage, on 
entendra par structure engendree par une partie B, la cloture divisible du groupe 
engendre par B. Ainsi une structure finiment engendree correspondra a un groupe 
divisible de rang fini (au sens groupe-theorique). 

Par elimination des quanteurs, le i-diagramme d'une structure A determine son 
i-type, et 

(^) Ut diagi(A), plus la coloration de A (s'il y en a), determine 8(A). 
On se restreint a la sous-classe K telles que toute sous-structure finiment engen- 
dree a une predimension positive ou nulle. 
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Pour M dans /C, une sous-structure A est autosuffisante dans M si 8 (a /A) > 
pour tout uplet ffrri a G M. La sous-modularite entraine que l'intersection de deux 
structures autosuffisantes Test aussi, et ainsi l'existence pour tout A Q M d'une plus 
petite structure autosuffisante contenant A. On l'appelle la cloture autosuffisante 
de A et on la note (A) m \ comme elle est unique, elle est contenue dans acl(^4). 
Encore par sous-modularite 

(A) = [_J{{Aq) : Aq C A finiment engendree} 

et 

8 ((a)) = liminf{(5(ao) : iio 3 a fini}. 
On note que si 8 prend uniquement des valeurs entieres, la cloture autosuffisante 
d'un ensemble finiment engendre est lui-meme finiment engendre. Ceci est notam- 
ment satisfait dans les exemples cites ci-dessus. 

Remarque 6.2. Si un uplet fini a est tel que 8(a/A) < mais 8(a! /A) > pour 
tout sous-uplet strict a! de a, alors a G (A). 

Demonstration. Supposons que a' = (A) n a est une partie propre de a. Par hypo- 
these, 8(a/A U a') < 0. La sous-modularite donne l'inegalite 

8(AUa/{A)) < 8(a/AUa'). 

□ 

A partir d'une sous-classe ICq C K, de structures finiment engendrees avec la 
propriete d'amalgamation pour les plongements autosuffisants, on construit par la 
methode de Fra'isse un amalgame denombrable 9JI universel et fortement homogene 
pour les sous-structures autosuffisantes. Le modele generique DJl s'avere etre un 
modele de \J i<n Ti ; il est stable, superstable si 8 ne prend que des valeurs entieres 
et cj-stable si on peut borner les multiplicites des formules |3^|. II est de rang 
fini dans le cas collapse (obtenu par le choix d'une sous-classe de K, suffisamment 
restreinte pour rendre algebriques (certains) elements de dimension 0). 
L'independance au sens de T est caracterisee de la maniere suivante : 
(★) Pour deux uplets a, b et un ensemble C algebriquement clos, 

a±b 

c 

si et seulement si 

Degenere (abU C) = (a U C) U (b U C). 
Modulaire (ab U C) est le sous-groupe engendre par 
(a U C) et (bUC), et ses points colores (s'il y en a) 
sont les produits de ceux de (a U C) et de (b U C) . 

Remarquons que les predimensions considerees impliquent que 

(*)i 8(a/A) < pour tout a G Ui acb(A). 
Dans le cas colore, il y a un unique reduit et la partie positive de la predimension 
est alors nulle si a G aclo(A). Pour les fusions, chacune des parties positives de la 
predimension est majoree par la partie negative. 

De plus, pour les classes d'amalgamation /Co considerees, l'amalgame libre de 
deux structures B et C de /Co au-dessus d'une sous-structure autosuffisante A reste 
dans /Co du moment que la predimension de B sur A est strictement positive et A 
est autosuffisante maximale dans B. Ceci implique que 



(oUC) X (bUC) 

c et 
pour tout i 
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(*)2 pour tout uplet fini a G acl(.A) il y a un uplet fini b tel que a C b G acl(A) 
et 5{b/{A)) = 0. 

Lemme 6.3. La propriete (*) implique (f) et (*)i + (*)2 implique (£) pour Za cloture 
auto <suffis ante. 

Demonstration. La premiere implication est evidente dans le cas degenere et elle 
suit dans le cas modulaire du fait que la loi du groupe est definie dans le langage 
commun. 

Pour la seconde implication, on considere un ensemble A autosufnsant et un 
uplet fini c G (J i acl^ (A) . 11 suffit alors de montrer que la structure engendree par 
A U B est autosufHsante ou B = acl(c) . 

On montre qu'elle est reunion croissante de sous-structures autosuffisantes dont 
chacune est cloture autosufHsante d'un uplet fini. Soit a un uplet fini de A tel 
c G (Jjacli(a). Soit b un uplet fini de B contenant c. La condition (*)2 permet 
de supposer de plus que S(b/(c)) = et done que S((b)) = <5((c}). De plus (*)i 
implique que < 8{c/{a)) < 0. La structure C engendree par cU (a) est done 
autosufHsante. Done (c) C Cn(b). Montrons que la structure engendree par (a)U(b) 
est autosufHsante. Comme cette structure est egale a celle engendree par C U (b), il 
sufHt de montrer que 6((b)/C) = 0. Par sous-modularite, 

s((b)/c)<S({b)/cn(b)). 

Comme 

s(cn(b))>5((c)) = s((b)), 

on conclut que 8{{b)/C) =0. □ 

Nous pouvons maintenant montrer la CM-trivialite relative des amalgames consi- 
dered . 

Theoreme 6.4. Soit 3Jt I'un des modeles generiques construits dans Jl(], |2^. ^o|, [j], 

i i 0@ HI (de domame M). Alors sa theorie T est CM-triviale pour Voperateur 
de cldture auto suffis ante (.) au-dessus des theories de base (Ti : i < n) associees. 

Remarque 6.5. Notons que les theories de base dans la fusion |^o| n'e liminent 
pas toujours geometriquement les imaginaires ; en revanche le Lemme |5.4| n'utilise 



pas cette hypothese et la conclusion du Lemme 2A suit de la caracterisation de 
l'independance (*). 



Demonstration. D'apres le Lemme YA, il sufHt de montrer que T n'est pas 2- ample 
au-dessus des (Ti : i < n). Soient done a, b et c des uplets tels que : 

(i) a et b sont algebriquement clos ; 

(ii) acl(a, b) (c, a) pour tout i < n ; 
(Hi) c±- b ab. 

En ajoutant aux parametres un modele contenant bdd(a) n bdd(&) et independant 
sur ces parametres de a,&, c, on peut supposer que bdd(a) n bdd(fe) = bdd(0). II 



suffira done de montrer que c a. On supposera, grace a la Remarque ^6, que a 
est un modele. 

Posons D = (c, a) n acl(c, b). Nous allons montrer que D a ce qui terminera la 
demonstration car 2 € D. Les conditions (ii) et (Hi) impliquent que 

Cbi(Z?/acl(a, b)) C a n b = acl(0) pour tout i < n, 
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et done D a pour tout i < n. D'apres la caracterisation de l'independance (★), 
il reste a montrer que la sous-structure engendree par D U a est autosuffisante, et 
que ses points colores sont les produits de ceux de D et de a dans le cas modulaire. 
La condition (ii) implique que (c, a) f~l acl(a, b) = a, done 

{c,a)nbCanb = acl(0). 

Dans le cas degenere, le langage est purement relationnel et D U a est bien une 
sous-structure. Verifions dans ce cas qu'elle est autosuffisante. L'independance (iii) 
implique par (★) que 

(acl(c, b), acl(a, b)) = acl(c, b) U acl(a, b). 

Ceci donne 

(c, a) fl (acl(c, b), acl(a, 6)) = (c, a) n (acl(c, 6) U acl(a, b)) 

= ((c, a) n acl(c, b)) U ((c, a) n acl(a, 6)) 
= DUa. 

Comme l'intersection de deux ensembles autosufnsants Test aussi, D U a est auto- 
suffisante comme souhaite. 

Considerons maintenant le cas modulaire. Notons que la structure D-a engendree 
par DUa a pour domaine le produit des groupes D et a (y compris s'il y a des points 
de torsion) . Rappelons que dans le cas colore, seuls les points colores peuvent avoir 
une predimension relative negative. Par l'absurde prenons un uplet fini 7 (de points 
colores, dans le cas colore) dans (D, a) de longueur minimale satisfaisant l'une des 
deux conditions suivantes : 

(a) 5{j/DUa) < 0, ou 

(b) 7 est un point colore de D ■ a qui n'appartient pas au groupe engendre par 
les points colores de DUa. 

La condition (iii) entraine l'independance de acl(a, b) et acl(c, b) au-dessus de b. 
D'apres la caracterisation de l'independance (*), le produit acl(a, b) ■ acl(c, b) des 
groupes &c\{a,b) et acl(c, b) est autosuffisant et ses (eventuels) points colores sont 
des produits de points colores de acl(a, b) Uacl(c, b). Done (D,a) C acl(a, b) -acl(c, b) 
et 7 = 7172 avec 71 S acl(a, b), 72 G acl(c, b) tel que, dans le cas colore, 71 et 72 sont 
colores. Nous allons montrer qu'on peut choisir 71 G a et 72 G D ce qui contredira 
l'hypothese sur 7. 

Puisque D U 7 C (D,a) C (c, a), la condition (ii) entraine pour tout i < n 
l'independance 

(1) £>,7 Jiacl(o,6). 

a 

Par la caracterisation (★), les ensembles acl(c, b) et acl(a, b) sont «-independants au- 
dessus de b pour tout i < n. Comme D U 72 est contenu dans acl(c, 6), on obtient, 
pour tout i < n, l'independance 

(2) £,72 Xacl(a,6). 

6 

Pour un type p stationnaire sur A et J3 D A on noterap|s l'unique extension non- 
deviante de p sur B. Rappelons que deux types stationnaires p et q (eventuellement 
sur des domaines differents) sont paralleles (ce qu'on note p \\ q) s'ils ont meme 
extension non-deviante sur la reunion de leurs domaines. Le parallelisme est une 
relation d'equivalence. 
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Pour chaque i < n, notons Pi(X, x, a) =tpj(D,7/a). Ces types sont stationnaires 
puisque a est un modele. Pour 7' G M ^ et a' |= tp(a) on pose 

7 Pi(X, x, a) = {(p(X, i^x) : (p(X, x) G p t (X, x, a')|a',7'}, 

le type qui correspond au translate par 7' (sur les variables x) de l'extension non- 
deviante de Pi(X, x, a') a a', 7'. Autrement dit, 

7' pi(X,x,a') = tp i (D g /,7 / 7 a //a',7 / ) 

pour Da', 7s' une realisation de pi(X, x, a') tel que D a >,j a > -, 7'. 

Par (|l|) et (||) remarquons que pour tout i < n, le type tp^Z^^/fr) est parallele 
au translate par 7-f 1 de tp^D^/a). L'idee de la demonstration est de remplacer 
71 G acl(a, 6) par un uplet dans acl(a). Pour cela on introduit la relation E sur 
tp(a) donnee par 

a'Ea" & 3j' eM^ /\y'pi(X,x,a')\\ P i(X,x,a"). 

Dans le cas colore, on demande de plus que 7' soit colore. 

Cette relation est type-definissable en utilisant la definissabilite des i- types. 
Voyons que c'est une relation d'equivalence dont les classes sont des hyperima- 
ginaires. La reflexivite est evidente. Montrons la transitivite : considerons a', a", 
a'" \= tp(a) avec a'Ea" et a"Ea"', et choisissons 7' .7" (eventuellement colores) 
avec 

/\ iPi{X, 5, a') || Pi{X, x, a") et f\ f' Pi {X, x, a") \\ Pi (X, 5, a'"). 
Ceci signifie que pour tout i < n, 

7 Pi(X,X,a ) I a' ,a" ,a"' ,7',7" — Pi{X,X,a ) |a',a // ,a /// ,7 / ,7 // 
7 Pi(X : X,a ) | a' ,a" ,a"' ,7',7" — Pi(X,X,a ) | a' ,a" ,a'",7' ,7" ■ 

Done 

j"*f'pi(X, X, a')|a',S",a"',7',7" = 7"Pi(^, 5, a")|a',S",S'",7',7" 

Pi(X,X,a ) \a' ,a" ,a"' rf' tf" 

et a'Ea'" . La symetrie se montre de maniere analogue. 

Montrons maintenant que la classe de a modulo E est bornee sur b. On considere 
pour cela a', 7' |= stp(a,7i/6) et on verifie que a' est dans la classe d'equivalence 
de a. Fixons i < n. Puisque 71 G acl(a, b) et D,j _&cl(a,b) d'apres (|l|), on a 

(3) ^ 1 p i (X,x,a)\ acl{ao) =tp i (D,ii 1 j/acl(a,b)) = t Pi (D, 7 2 /acl(a, b)). 

Par (||) ce type est l'unique extension non-deviante de stp^Z?, 72/6) a acl(a,6). 
Comme a', 7' a meme i-type fort que a, 71 sur b, 

j'- 1 p l (X,x,a')\ acl{a ,- b) 

est egalement l'unique extension non-deviante de stp^-D, 72/6) a acl(a',6) et 

7l 1 ? 3 'i(^!^;fl)lacl(a,o)Uacl(a',6) = l' ^ Pi(X, X, »') I acl(a,o)Uacl(a' ,h) 

est l'unique extension non-deviante de stp^D, 72/6) a acl(a, b) U acl(a',6). On en 
conclut que aEa! et done que la classe de a modulo E est algebrique sur b. 

La classe de a modulo E est contenue dans bdd(a) n bdd(6) = bdd(0). Soit N 
un modele w-sature tel que tp(N/a,b, c) coherite sur dcl(0) (qui est un modele). 
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Alors on trouve un representant ao dans N de la classe aE. Sort 70 temoignant 
l'equivalence de ao et a. Pour terminer il suffira de montrer que 

70 6 acl(a, a ) et 7 ~ 1 7i S acl(6, a ). 

En effet, comme tp(ao/a, 6) est finiment satisfaisable dans dcl(0) et 71 G acl(a, &), 
on pourra trouver 7 G acl(a) = a avec 7 ~ 71 G acl(o) = b. Enfin 

7o -1 7 = 7o _1 7i72 G (D, a) n acl(6, c) C (c, a) n acl(6, c) = D, 

ce qui donnera une contradiction car 7 sera alors le produit d'un element (even- 
tuellement colore) de a et d'un element (eventuellement colore) de D. 

Montrons d'abord que 70 G acl(a, ao). Rappelons que 70 verifie pour tout i < n, 

(4) 7oPi(^,^,Oo)| a cl(a,a ) = Pi(X, X, a) | ac l(o,a ) • 

Fixons une realisation D', 7' de tp(£>, 7/a)|a,a ,7o ■ P ar hypothese l'uplet £>', T - ^ 1 ^' 
realise a;, ao)|s,s ,7o P°u r tout i < n et ainsi les uplets D' , ^o" 1 ^', ^o et -D, 7, a 

ont memes i-types et meme coloration. En particulier l'uplet ^o" 1 ^' satisfait la meme 
condition ((a) ou (6)) sur D', ao que celle satisfaite par 7 sur I?, a. On en deduit (a 
l'aide de la remarque [T^ pour le cas (a)) que 

7 _1 7' G acl(L>',a ). 

L'independance 00,70 D',*/' implique alors que 70 G acl(a, ao). 

Montrons enfin que 7^ 70 G acl(o, ao). Comme ao est independant de a,b,D,j, 
il suit par transitivite de l'independance ([j]) que 

acl(a,a ,o). 

a 

Cette independance, le fait que 70 et 71 sont dans acl(a, ao, b), et les egalites (^) et 
(|]) permettent de verifier que 

7 1 " 1 70P l (X,X,a )| ac i (a ^ 0i 6 ) = Tf 1 ^^,*, 0)1801(0,00,6) = StPi(I), 72/&) 1^(5,50,6)- 

On considere alors une realisation D',j' de stp(D, 72/&)| ac i(a a &)■ D'apres l'egalite 
precedente, l'uplet D',7 ~ 1 7i7' realise Pi(X, 5,ao) pour tout i < n, ce qui entraine 
comme dans le paragraphs precedent que 

To^TlT 7 e acl(L>',a ). 
L'independance ao,7 ~ 1 7i J^g-D',7' implique alors que 7 ~ 1 7i G acl(o, ao). □ 

Corollaire 6.6. Dans les corps colores de rang de Morley fini tout groupe infini 
simple interpretable est lineaire. Aucun corps rouge n'admet de mauvais groupe 
interpretable. Si un mauvais groupe etait interpretable dans un corps vert, il ne 
serait constitue que d' elements semi-simples. 

Demonstration. Par le theoreme precedent les corps colores sont CM-triviaux au- 
dessus de la theorie des purs corps algebriquement clos (qui elimine les imaginaires) . 
Considerons un groupe G infini simple definissable dans une de ces theories. Par le 



Theoreme 5.7, il se plonge defmissablement dans un groupe connexe algebrique H . 
Par le theoreme de Chevalley |3l| , H est une extension d'une variete abelienne (qui 
est commutative) par un groupe lineaire. Comme G est simple, il doit se plonger 
dans la partie lineaire de H. En particulier, tout mauvais groupe interpretable 
est lineaire. Dans (29) il est montre qu'un tel mauvais groupe ne peut exister qu'en 
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caracteristique nulle et qu'il n'est constitue alors que d'elements semi-simples (c.a.d. 
diagonalisables en tant que matrices). □ 

Remarque 6.7. Dans un travail en cours, les auteurs montrent que tout groupe 
simple definissable dans un corps colore est definissablement isomorphe a un groupe 
algebrique. On verifie egalement que tout groupe connexe definissable dans une fu- 
sion fortement minimale de deux theories fortement minimales avec elimination des 
imaginaires au-dessus de l'egalite est isogene a un produit de groupes definissables 
dans chacune des theories. 
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